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Métodos y teoremas fundamentales de analisis

3.1 Introduccion

Hasta ahora hemos visto como podemos resolver circuitos, bien utilizando directamente las
Leyes de Kirchhoff o bien, en algunos casos particulares, mediante la reduccion de circuitos basada
en la sucesiva aplicacién de asociacion y equivalencia entre dispositivos. En la practica, la
utilizacién directa de estos métodos resulta Gtil solamente cuando el circuito bajo analisis es lo
suficientemente sencillo como para que el nimero de ecuaciones a plantear sea pequefio.

Con el fin de simplificar el analisis de circuitos mas complejos y de abstraerse de sus detalles
para disefiar sistemas de mayor entidad y estudiar su comportamiento, este capitulo profundiza en
una serie de nuevas herramientas. A grandes rasgos podemos agruparlas en:

e Meétodos para aplicar las Leyes de Kirchhoff de manera sistemética, organizada y
semiautomatica. Estos métodos nos permitiran, en la mayor parte de los casos, facilitar el
planteamiento del sistema de ecuaciones que permite resolver un circuito, y asi reducir su
orden y, por lo tanto, la complejidad de su resolucion.

e Teoremas cuyo objetivo es: establecer las normas para analizar circuitos con mdaltiples
excitaciones, y en definitiva con una excitacion cualquiera; obtener modelos simplificados de
circuitos complejos, con el fin de abordar la interconexion de redes circuitales; e introducir
conceptos asociados a la transmision de potencia en una cadena de dispositivos.
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3.2 Analisis sistematico de circuitos

El anélisis sistematico de circuitos consiste en la aplicacién de una serie de procedimientos mas
0 menos automaticos para plantear el sistema de ecuaciones de orden minimo que permita resolver
el circuito (es decir, obtener la corriente que atraviesa cada dispositivo y las tensiones que caen en
sus respectivos bornes).

Como ya vimos en el primer tema, un circuito con r ramas siempre va a poder resolverse con un
sistema de r ecuaciones® linealmente independientes, que pueden obtenerse facilmente mediante la
aplicacion directa de las Leyes de Kirchhoff. Ademas, en su dia también sefialamos que esta
observacion sugeria que el nimero de incognitas para resolver un circuito parece estar mas
relacionado con la forma en la que estan conectados sus dispositivos que con el nimero de
dispositivos en si. Esta disposicion relativa de los dispositivos es lo que se denomina topologia de
la red.

Esta seccion profundiza en el analisis de circuitos desde un punto de vista topoldgico, analisis
del cual se derivan las dos técnicas sistematicas mas utilizadas para resolver circuitos: el método de
las mallas y el método de los nudos. Ambas técnicas son simplemente un modo distinto de aplicar
las mismas leyes vistas hasta ahora, orientado a resolver el analisis de forma mas eficiente. No
introducen, de hecho, ninglin concepto nuevo en el proceso de resolucion; por lo tanto, en caso de
aparecer dudas o confusion sobre su aplicacion, siempre podremos recurrir de nuevo a la aplicacion
directa de las Leyes de Kirchhoff.

El texto ilustra la aplicacion de estos nuevos métodos sobre el andlisis de circuitos en RPS (de
ahi el uso de fasores e impedancias). Sin embargo, la técnica es igualmente aplicable a cualquier
ambito de analisis circuital sin mas que sustituir la impedancia RPS que aqui se va a utilizar por el
concepto de impedancia o caracteristica i-v que en su caso aplique.

3.2.1 Conceptos topoldgicos

DEFINICIONES

Grafo de una red : Es una representacion esquematica de la red, donde los nudos constituyen los
nodos del grafo y las conexiones entre estos nudos las ramas (ver Fig. 3.1). Normalmente
denotaremos con r el nimero de ramas del grafo y con n el namero de nodos. Por ejemplo, en la

citada figuraresulta n=6 y r=9.
‘i
%

Fig. 3.1: Ejemplo de red circuital y su grafo.

! Recuérdese que todos los dispositivos conectados a una misma rama son atravesados por la misma
corriente, y que si conocemos la caracteristica i-v de cada dispositivo, una vez hallada la corriente que lo
atraviesa podemos obtener directamente su tension.
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Red plana: Aquella gque puede dibujarse en un plano sin que ninguna de sus ramas se cruce.
Todas las redes que estudiaremos en este curso son redes planas’.

Arbol de una red: Subgrafo del grafo de una red que contiene todos sus nodos unidos y ningdn
bucle cerrado. Una red suele tener, en general, mas de un arbol. La Fig. 3.2 muestra dos posible
arboles de la red del ejemplo anterior.

TNV L

Fig. 3.2: Ejemplos de posibles arboles de un grafo.

Un arbol divide el conjunto de ramas del grafo original en dos subconjuntos: las ramas de arbol
(las que forman parte del arbol) y las ramas de enlace (el resto). Es inmediato observar que en
cualquier arbol de un grafo hay a=n-1 ramas de arbol y e=r—a=r-n+1 ramas de enlace (ver
Fig. 3.3). Obsérvese también que cada rama de enlace cierra un bucle o hueco del circuito, por lo
que éste tendra tantos huecos como ramas de enlace.

—— a=5 ramas de arbol
---e=4 ramas de enlace

Fig. 3.3: Ejemplos de agrupacion de las ramas de un grafo en
ramas de arbol y ramas de enlace.

NUMERO DE ECUACIONES NECESARIO PARA RESOLVER UNA RED

Como ya hemos visto, para resolver un circuito o red basta conocer o bien la corriente que
atraviesa todas sus ramas o bien la caida de potencial en los extremos de todas ellas. Si
visualizamos estos elementos sobre grafos y, mas en concreto, sobre los arboles de una red,
podemos extraer algunas conclusiones de interés.

En primer lugar, si representamos las corrientes que circulan por las ramas del grafo de una red
(ver Fig. 3.4), es posible observar que para un arbol cualquiera de esta red las corrientes de las
ramas de arbol (1,) se pueden expresar en funcion de las corrientes de las ramas de enlace (1,)

(abreviadamente I, = f(1,), donde f representa la 12 Ley de Kirchhoff). Por lo tanto, el nimero

de incognitas necesario para resolver el circuito serad el namero de ramas de enlace, e, que es
menor que el nmero de ramas total, r (en el ejemplo de la figura, r=9, e=4)

2 El hecho de que una red sea 0 no plana supone una restriccion en las técnicas sistematicas que pueden
utilizarse para analizarla; asi, aunque el método de los nudos que se presentard mas adelante puede aplicarse
tanto a redes planas como no planas, el de las mallas s6lo es vélido para redes planas.
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Fig. 3.4: Grafo de una red y un arbol en el que se indican las
corrientes de cada rama de arbol (trazo continuo) y de cada rama
de enlace (trazo discontinuo). Obsérvese que las corrientes de las
ramas de arbol pueden expresarse como una combinacion lineal de
las corrientes de las ramas de enlace.

En segundo lugar, si representamos las caidas de tension en todas las ramas del grafo de una red
(ver Fig. 3.5), es posible concluir que para cualquier arbol de esta red las caidas de tension de las
ramas de enlace (V,) se pueden expresar en funcion de las caidas de tension de las ramas de arbol

(V,) (abreviadamente V, = f (v, ), donde f representa la 22 Ley de Kirchhoff ). Por lo tanto, el

naimero de incAgnitas necesario para resolver el circuito serd el nimero de ramas de arbol, a=n-1,
gue es menor que el numero de ramas total, r (en el ejemplo de la figura, r =9, a=5).

%
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Fig. 3.5: Grafo de una red y un arbol en el que se indican las
caidas de tensién en las ramas de arbol (trazo continuo) y en las
ramas de enlace (trazo discontinuo). Obsérvese que las tensiones
de las ramas de enlace pueden expresarse una combinacion lineal
de las tensiones de las ramas de arbol

A raiz de las dos observaciones anteriores, una primera aproximacion para resolver
eficientemente una red consistiria en contrastar con qué grupo de incdgnitas vamos a necesitar un
numero menor de ecuaciones: con las corrientes de las ramas de enlace, o con las tensiones de las
ramas de arbol. Si el nimero ramas de enlace es menor que el nimero de ramas de &rbol®
seguramente nos interesard realizar un analisis por corrientes, mientras que si ocurre al contrario
quizas sea preferible realizar un anélisis por tensiones”.

Las técnicas de analisis sistematico por corrientes de rama o por tensiones de nudo se
denominan también método de las mallas y método de los nudos respectivamente. Como veremos
en los dos apartados siguientes, ambos métodos consisten en la aplicacion de las Leyes de
Kirchhoff sobre el grupo de incégnitas seleccionado, para obtener asi un sistema de ecuaciones de
orden menor que r.

% Estos valores pueden obtenerse directamente, observando que el nimero de ramas de enlace se
corresponde con el nimero de huecos del circuito y el nimero de ramas de arbol con el nimero de nudos
menos uno.

* En la practica, como veremos més adelante, otros criterios como la presencia de determinados tipos de
generadores en el circuito también pueden ser determinantes a la hora de seleccionar una u otra opcion.
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3.2.2 Anélisis por corrientes — Método de las mallas

Segln se ha visto, el método de andlisis por corrientes asume como incégnitas las corrientes de
las ramas de enlace. Por lo tanto, una primera aproximacion a un procedimiento sistematico para
aplicarlo consistiria en representar el grafo de la red, seleccionar un arbol cualquiera, hallar el valor
de las corrientes de las ramas de enlace de dicho arbol y, a partir de ellas, deducir el resto de las
corrientes de rama.

El analisis topoldgico nos ha permitido deducir el minimo nimero de ecuaciones que este
método exige; sin embargo, su aplicacion directa a la resolucion de un circuito (representacion del
grafo y seleccion de un arbol y de las ramas de enlace) puede resultar bastante engorrosa. Por este
motivo, a efectos operativos se introduce el concepto de corriente de malla.

Una corriente de malla es una corriente ficticia que se asocia a todos los elementos que
constituyen una malla, en vez de a una sola rama (como se venia haciendo hasta ahora). Sea, por
ejemplo, el circuito de la Fig. 3.6, en el que se han seleccionado las cinco mallas ABFE, BCGF,
CDHG, JCB y FGLK, a cada una de las cuales se le ha asociado una corriente de malla 1, a I,

(representadas por una flecha curva que indica su sentido). Sobre este ejemplo:

e Siun elemento (dispositivo 0 rama) pertenece a una sola malla, la corriente real que circula por
él serd igual a la corriente de malla. Asi, por la rama EA circula I, por R,circula I, (en

sentido DH), etc.
e Siun elemento pertenece a varias mallas la corriente real que circula por él sera igual a la suma
algebraica de las corrientes de las mallas que lo contienen. Asi, por la rama BC circula 1, -1,,

y por R circula 1, -1, (en sentido FB).
e Obsérvese que por ningun elemento del circuito circula Unicamente la corriente 1,. De ahi que

a las corrientes de malla las denominemos ficticias : s6lo se corresponden con la corriente de
algin elemento cuando dicho elemento pertenece Unicamente a una de las mallas
seleccionadas. En el ejemplo, las otras cuatro corrientes de malla si tienen correspondencia con

corrientes reales.
® _* ©)
©

WWVW@)
Gy Ee Gy 2 Gy

)
®

+
+
+

@
@

L0 -
®© ©
Fig. 3.6: Representacion de las corrientes de malla en un circuito.

La gran ventaja de las corrientes de malla es que tanto su seleccién como la expresion de todas
las corrientes del circuito en funcion de ellas es inmediata. La resolucion de un circuito utilizando
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como variables estas corrientes es lo que se denomina método de las mallas. En resumen, su
aplicacion consiste en:

e Seleccionar e=r-n+1 mallas linealmente independientes del circuito (recuérdese que e es
precisamente el nimero de huecos del circuito, por lo que la opcién habitual es escoger las
mallas que forman estos huecos) y asignar a cada malla una corriente de malla con un sentido
arbitrario.

e Plantear las e =r—-n+1 ecuaciones resultantes de aplicar la 22 Ley de Kirchhoff a cada una de
las mallas escogidas, escribiendo las corrientes de cada rama en funcién de las corrientes de
malla y de sus sentidos.

e Resolver el sistema de ecuaciones anterior para obtener las corrientes de malla y asi calcular a
partir de ellas las corrientes en todos los elementos.

APLICACION SISTEMATICA

Mediante la seleccion de corrientes de malla como variables del problema, es posible plantear
un método sistematico para obtener directamente el sistema de ecuaciones que permite resolver el
circuito. Sea, por ejemplo, el circuito de la Fig. 3.7. En él es posible identificar 6 ramas y 4 nudos;
por lo tanto, e=r-n+1=3. El objetivo es plantear un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas
gue permita resolverlo.

Fig. 3.7: Circuito con 6 ramas y 4 nudos sobre el que se muestra el
método de andlisis por corrientes.

El primer paso consiste en seleccionar 3 mallas linealmente independientes, para lo cual
elegimos las mallas que forman los huecos del circuito (es decir, las que no tienen ninguna rama en
su interior) y asignamos un sentido arbitrario a sus corrientes de malla (Fig. 3.8a).

El siguiente paso es aplicar la 22 Ley de Kirchhoff a las tres mallas seleccionadas, teniendo en
cuenta la expresion de la corriente que atraviesa cada dispositivo, en funcion de las corrientes de
malla (Fig. 3.8b). Asi obtendremos una ecuacion para cada malla:

Mallal: E,-Z1,-Z,(1, - 1,) - Z,(I,+1,) =0
Malla 2: E,+Z,(1,+1,)-E,+Z,(1,+1,)+Z,1,=0

Malla 3: E, +Z,(l,—1,)—E, —Z,1, - Z,(I, +1,) =0
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3
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Fig. 3.8 : a) Seleccion de los tres huecos del circuito como mallas
independientes y asociacion a cada una de una corriente de malla
(obsérvese que los sentidos de las corrientes no se han
seleccionado iguales, por generalidad). b) Expresion de las
corrientes de todas las ramas en funcion de las corrientes de malla.

La solucidn de este sistema de ecuaciones conduce al valor de las tres corrientes de malla y, por
lo tanto, al de cualquier corriente del circuito. En conclusion, el circuito quedaria asi resuelto.

El método expuesto solo difiere del que veniamos aplicando hasta ahora en que las incognitas
escogidas son las corrientes de malla, en lugar de las corrientes de ramas concretas seleccionadas
arbitrariamente. Sin embargo, si analizamos con detenimiento el sistema de ecuaciones planteado y
asumimos ciertas convenciones en los sentidos de las tensiones es posible profundizar en la
potencia de esta aproximacion.

Ordenemos los términos de las ecuaciones anteriores para expresar el sistema de ecuaciones en
forma matricial. Para ello, en el término independiente de cada ecuacion fijamos signo positivo a
las magnitudes de los generadores cuya tension siga el sentido de la corriente de malla
correspondiente a la ecuacion. El sistema de ecuaciones resultante es:

E, Z,+2,+Z, z, -7, I,
E,-E |=| 2z, Z,+2,+Z, z, I,
E,—E, -7, z, Z,+2,+Z || 1,

En general, aplicando este mismo método a un circuito con m mallas independientes, habriamos
llegado a un sistema de ecuaciones de la forma:

Vl le ZlZ Zlm Il
V YA YA v Z |
2 — 21 22 Z 2m 2 :[V]:[Z][I]
i
Vm Zml Zm2 me Im

, expresion generalizada de la Ley de Ohm, en la que a la matriz [V] se le denomina matriz de
tensiones, a [Z] matriz de impedancias, y a [I] matriz de corrientes 0 matriz incognita.
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La potencia de este planteamiento reside en que, aungue en el circuito ejemplo se ha obtenido la
expresion de estas matrices a partir de un analisis basado en la aplicacion repetida de las Leyes de
Kirchhoff, hubiera sido posible escribirlas directamente utilizando las siguientes reglas:

e Eltérmino I, de la matriz de corrientes es la corriente de malla incognita de la malla i.
e El término V, de la matriz de tensiones es igual a la suma algebraica de las magnitudes de los

generadores de tensidn situados en la malla i, considerandolas positivas si la corriente de malla
tiene igual sentido que la tension del generador y negativas en caso contrario. Asi, en el
ejemplo mostrado, el término V, es suma de la tension de los generadores de la malla segunda:

E, con signo positivo por tener su tension el mismo sentido que el asignado a la corriente de
malla, y E, con signo negativo por tener su tension sentido contrario al de dicha corriente.

e Los terminos Z; de la diagonal principal de la matriz de impedancias [Z] son la suma de todas
las impedancias de las ramas que conforman la malla i. Asi, en el ejemplo, el término Z,,es
suma de las impedancias z,, 2, y Z.

e Los términos Z,,(i = j) de la matriz [Z] son la suma de todas las impedancias de las ramas

comunes a las mallas i y j, precedida de un signo negativo si las corrientes de las mallas i y j
circulan en sentido opuesto por la rama, o de uno positivo si ambas corrientes circulan en el
mismo sentido. Asi, en el ejemplo considerado, el término Z,, es suma de las impedancias de

la Unica rama comun a las mallas 1 y 3, la rama de Z,; ademas, como en dicha rama I,e I,
presentan sentido opuesto, la impedancia de la rama va precedida de signo negativo: Z,, =-Z, .
Obsérvese que la aplicacion de esta regla resulta en que Z,, =Z,,, 0 en general que Z; =Z, lo
que indica que la matriz de impedancias es simétrica.

ji 1

Estas reglas son de directa aplicacién a la resolucion de un circuito siempre que éste sélo
presente generadores de tension (que conforman la matriz de tensiones). Si el circuito presenta
generadores de corriente, la aplicacion de este método exige ciertas consideraciones que se tratan
en el siguiente apartado como casos especiales.

CASOS ESPECIALES

Si el circuito presenta algin generador real de corriente, es posible sustituirlo por su generador
real de tension equivalente, de acuerdo con lo visto en el Tema 1. Una vez efectuada la sustitucién,
el circuito resultante se puede analizar directamente aplicando el método visto.

Si el circuito presenta algin generador ideal de corriente de magnitud conocida, bien
proporciona directamente el valor de una corriente de malla (caso de estar situado en una rama de
enlace, como se indica en la Fig. 3.9a) o bien permite establecer una relacién directa entre dos
corrientes de malla (caso de estar en una rama de arbol, segun indica la Fig. 3.9b). En cualquier
caso, la presencia de un generador de este tipo aporta una nueva y sencilla ecuacion o relacién entre
las incAgnitas que son objeto de andlisis.

Obsérvese, sin embargo, que para poder plantear la 22 Ley de Kirchhoff en una malla que
incluya un generador de corriente, es necesario tener en cuenta la tension que cae en este
generador, tension que se convierte en una nueva incdgnita del problema. Asi, en el ejemplo
mostrado en la Fig. 3.9a, la aplicacion de la 22 Ley de Kirchhoff a las dos mallas independientes
escogidas resulta en las ecuaciones y sistema:

Malla 1: E1_21|1_23|1_25(|1+|2):0 - E1 _ Zl+zz+25 _Zs |1
E, +V, ~Z. Z,+Z,+Z,

|2

Malla 2; E2_ZS(I1+I2)+VI_ZAIZ_ZZIZZO
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, donde V, es la tensién (desconocida) que cae en bornes del generador ideal de corriente; por lo
tanto, el sistema de dos ecuaciones presenta tres incognitas.

L +f\f
Z N Z
3 E 2
z, Zs 2

Fig. 3.9 : a) Circuito con un generador ideal de corriente en una
rama de enlace: la corriente de malla queda directamente fijada. b)
Circuito con un generador ideal de corriente en una rama de arbol:
el generador impone una relacion entre las dos corrientes de malla
indicadas. En ambos casos, la aplicacién de la 12 Ley de Kirchhoff
a la rama en que se encuentra el generador ideal de corriente
permite establecer una relacién o ecuacién adicional que elimina
como incognita una de las corrientes de malla.

Analogamente, en el ejemplo mostrado en la Fig. 3.9b, la aplicacion de la 22 Ley de Kirchhoff
resulta en otro sistema de dos ecuaciones con tres incdgnitas:

Malla 1: E1_21|1_23|1_25(|1+Iz)_vl =0 |:E1—V|} |:Zl+Z3+ZS —25 :||:|1:|
- =
Malla2: E,-Z,(l,+1,)-V, ~Z,1,-Z,1,=0 E, -V, —Zs Z,+2,+Zs

I2

En ambos ejemplos, la nueva ecuacién o relacién que aporta cada generador ideal de corriente
permite resolver el valor de las tres incognitas.

La regla, por tanto, para considerar la presencia de un generador ideal de corriente resulta
inmediata: en primer lugar se le asocia una caida de tension incdgnita en el sentido en que genera
corriente; a continuacion esta tension se incluye en la matriz de tensiones siguiendo la misma regla
que para un generador de tension.

En conclusién, el método de analisis por corrientes permite de este modo plantear directamente
las ecuaciones asociadas a las mallas del circuito. Estas ecuaciones, junto con la relacién entre
corrientes de malla que permite plantear cada generador ideal de corriente (relacion indicada bajo
cada circuito de la Fig. 3.9), forman globalmente un sistema de ecuaciones (tres, en este caso) que
permite obtener tanto el valor de las corrientes de malla como el de la tension que cae en bornes del
generador ideal de corriente. En definitiva, permite resolver completamente el circuito.

3.2.3 Anélisis por tensiones — Método de los nudos

Resolver un circuito consiste en obtener todas las tensiones y corrientes de todos sus
dispositivos. Como norma general se conoce la caracteristica i-v de los dispositivos del circuito;
por lo tanto basta con obtener las tensiones o las corrientes, dado que ambas magnitudes estan
relacionadas por dicha caracteristica. El método de analisis por corrientes asume que las incognitas
son las corrientes; el método de analisis por tensiones, que a continuacion se detalla, asume que las
incdgnitas son las tensiones.
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Segln hemos visto en la seccion 3.3.1, si analizamos una red “por tensiones”, para conocer las
caidas de tension de cualquier otra rama nos bastara con obtener las caidas de tensién en las ramas
de arbol. Por esta razon, para hacer un analisis por tensiones de un circuito de n nodos tan sélo
hemos de plantear n-1 ecuaciones.

Recordemos que la tension es una variable que se define entre dos puntos. Acudiendo al
concepto de nudo de referencia, masa o tierra, la tension de nudo se define como la diferencia de
potencial entre el nudo de referencia y el nudo considerado. Las tensiones de nudo juegan en el
método de andlisis por tensiones el mismo papel que las corrientes de malla en el método de las
mallas: son variables escogidas “inteligentemente”, de modo que nos permiten minimizar el
nimero de ecuaciones necesarias para resolver un circuito y automatizar su planteamiento. Sin
embargo, a diferencia de la corriente de malla, la tension de nudo nunca es una magnitud ficticia:
siempre puede medirse directamente en el circuito.

Dado que un arbol de un circuito une, por definicion, todos los nudos de éste, obtener las caidas
de tension en todas las ramas de arbol es equivalente a seleccionar un nudo de referencia (tension
cero) y hallar las tensiones de todos los nudos respecto de éste. Por lo tanto, el objetivo del método
de los nudos (la herramienta sistematica mas utilizada para llevar a cabo el analisis por tensiones)
es precisamente encontrar las tensiones de nudo de todos los nudos de un circuito respecto al
seleccionado como referencia, por lo que el nimero de ecuaciones que plantea este método es
a=n-1, el nimero de ramas de arbol. En resumen, los pasos para aplicar este método son:

e Seleccionar a=n-1 nudos del circuito y asignar a cada uno una tension incognita. EI nudo no
seleccionado seré el nudo referencia, al que se le asignara tension cero.

e Plantear las a=n-1 ecuaciones resultantes de aplicar la 12 Ley de Kirchhoff a cada uno de los
nudos escogidos, escribiendo las corrientes entrantes o salientes a cada nudo en funcién de las
tensiones de los nudos.

e Resolver el sistema de ecuaciones anterior para obtener las tensiones de nudo y asi calcular a
partir de ellas las corrientes y tensiones en todos los elementos.

APLICACION SISTEMATICA

Sea, por ejemplo, el circuito de la Fig. 3.10. En él es posible identificar 6 ramas y 3 nudos; por
lo tanto, a=n-1=2. El objetivo es plantear un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas que
permita resolverlo.

Z, /Dll 6/ I, Z,

Fig. 3.10: Circuito con 6 ramas y 3 nudos sobre el que se muestra
el método de analisis por tensiones.

El primer paso consiste en seleccionar 2 nudos linealmente independientes, para lo cual
elegimos un nudo cualquiera como referencia de tensiones y asignamos una tensién incdgnita a los
demas (Fig. 3.11a). Obsérvese que el nudo de referencia puede ser cualquiera, aunque es frecuente
que en el diagrama circuital ya venga asignado con el simbolo de masa o tierra.

10



Métodos y teoremas fundamentales de analisis

B o B B S B
J® 9 e 9L
N N

Fig. 3.11 : a) Seleccion de un nudo del circuito como nudo de
referencia y asociacion a cada uno de los demas de una tension de
nudo. b) Expresion de las tensiones de todas las ramas en funcién
de las tensiones de nudo y sentidos arbitrarios utilizados en las
corrientes para plantear las ecuaciones de ambos nudos.

El siguiente paso es aplicar la 1% Ley de Kirchhoff a los dos nudos seleccionados, teniendo en
cuenta la expresion de la corriente que entra o sale por cada rama en funcién de las tensiones de
dicha rama (Fig. 3.11b). Asi obtendremos una ecuacion para cada nudo:

El sistema planteado aplicando la 12 Ley de Kirchhoff permite resolver el circuito. Como se ha
hecho al deducir el método de las mallas, ordenemos los términos de las ecuaciones anteriores para
expresar el sistema de ecuaciones en forma matricial. Para ello, en el término independiente de
cada ecuacion fijamos signo positivo a las magnitudes de los generadores cuya corriente tenga
sentido entrante al nudo correspondiente a la ecuacion. El sistema resultante es:

1 1 1 1 1
—+ +— - +—
{Il} Z, 7,+Z, Z, Z,+Z, Z, {VA}
1 1 1 1 1 (Ve
— +—| —F—F—
zZ,+Z, 2,) Z, Z,+Z, Z,

En general, aplicando este mismo método a un circuito con n+1 nudos, habriamos llegado a un
sistema de ecuaciones de la forma:

Il Yll YlZ Yln Vl
ME R OB

Y. |V

n nl n2 nn n

11
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, de nuevo expresién generalizada de la Ley de Ohm, en la que a la matriz [I] se le denomina
matriz de corrientes, a [Y] matriz de admitancias y a [V] matriz de tensiones 0 matriz incognita.

Anélogamente al método de las mallas, aunque en el circuito ejemplo se ha obtenido la
expresion de estas matrices a partir de un analisis basado en la aplicacion repetida de las Leyes de
Kirchhoff, hubiera sido posible escribirlas directamente utilizando las siguientes reglas:

e Eltérmino Vv, de la matriz de tensiones es la tension de nudo incégnita del nudo i.
e El término |, de la matriz de corrientes es igual a la suma algebraica de las magnitudes de los

generadores de corriente que confluyen en el nudo i, considerandolas positivas si la corriente
del generador tiene sentido entrante al nudo y negativas en caso contrario.
e Los términosy, de la diagonal principal de la matriz de admitancias [Y] son la suma de las

admitancias de cada una de las ramas que confluyen en el nudo i. Asi, en el ejemplo visto, el
término Y,, es suma de la admitancia de la rama de Z,, mas la de laramade Z, y Z,, mas la

admitancia de la rama de z,. Las ramas con generadores de corriente, tengan o no impedancias

en serie con ellos, no se incluyen aqui por haber sido consideradas en la regla anterior.
e Los términos Y,,(i = j) de la matriz [Y] son la suma de las admitancias de cada una de las

ramas comunes a los nudos iy j, precedidas de un signo negativo. Obsérvese que la aplicacion
de esta regla resulta en que, en general, Y, =Y, lo que indica que la matriz de admitancias es

simétrica.

jit

Estas reglas son de directa aplicacion a la resolucion de un circuito siempre que éste solo
presente generadores de corriente. Si el circuito presenta generadores de tension, la aplicacion de
este método exige ciertas consideraciones, analogas a las vistas para el método de las mallas, que se
tratan en el siguiente apartado como casos especiales.

CASOS ESPECIALES

Si el circuito presenta algin generador real de tensidn, es posible sustituirlo por su generador
real de corriente equivalente, con lo que el circuito resultante se puede analizar directamente
aplicando el método de los nudos.

J R
V, =E, V, -V, =E,
a) b)

Fig. 3.12 : a) Circuito con un generador ideal de tension situado
entre un nudo y el nudo de referencia: la tension de nudo queda
directamente fijada. b) Circuito con un generador ideal de tensién
entre dos nudos que nos son referencia: el generador impone una
relacion entre las dos tensiones de nudo indicadas.

Si el circuito presenta algun generador ideal de tension de magnitud conocida, bien proporciona

directamente el valor de la tension de un nudo (caso de estar situado entro un nudo y el de
referencia, como se indica en la Fig. 3.12a) o bien permite establecer una relacion directa entre dos

12
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tensiones de nudo (caso de estar entre dos nudos ajenos al de referencia, segin indica la Fig.
3.12b). Por lo tanto, cada generador ideal asporta una nueva y sencilla ecuacion o relacion entre las
tensiones objeto de andlisis.

Obsérvese, sin embargo, que para poder plantear la 12 Ley de Kirchhoff en un nudo en el que
confluya un generador de tension, es necesario tener en cuenta la corriente que lo atraviesa,
corriente que se convierte en una nueva incognita del problema. Asi, en el ejemplo mostrado en la
Fig. 3.12a, la aplicacion de la 12 Ley de Kirchhoff a los dos nudos seleccionados resulta en las
ecuaciones y sistema:

vV, V,-V
Nudo A: 1, -—~-=—2=0 1.1 1
1 3 3{:1}: Z lZ3 1 Z31 BA}
vV, V,-V, E B
| '8 A B_0 - —+—
Nudo B E Zz+ Z, z, Z, Z,

, donde 1. es la corriente (desconocida) que atraviesa el generador ideal de tension; por lo tanto,
el sistema de dos ecuaciones presenta tres incognitas.

Anélogamente, en el ejemplo mostrado en la Fig. 3.12b, la aplicacién de la 12 Ley de Kirchhoff
resulta en:

1
z L+l Z Vv
Vg -l -1 0 i Ve

La regla para considerar la presencia de un generador ideal de tensidn resulta inmediata: en
primer lugar se le asocia una corriente incégnita en el sentido de su polo positivo; a continuacién
esta corriente se incluye en la matriz de corrientes siguiendo la misma regla que para un generador
de corriente.

En definitiva, el método sistematico de analisis por tensiones permite de este modo plantear
directamente las ecuaciones asociadas a los nudos del circuito. Estas ecuaciones, junto con la
relacion entre tensiones de nudo que permite plantear cada generador ideal de tensién, forman
globalmente un sistema de ecuaciones que permite obtener tanto el valor de las tensiones de nudo
como el de la corriente que atraviesa el generador ideal de tension.

3.2.4 Dualidad

Es inmediato observar que el desarrollo del método de los nudos es muy similar al del método
de las mallas: practicamente consiste en intercambiar los conceptos de corriente de malla por
tensién de nudo, las magnitudes de generadores ideales de tensién por las de los generadores
ideales de corriente, y las impedancias de las ramas que forman una malla por las admitancias de
las ramas que confluyen en un nudo. Por lo demas, el procedimiento es idéntico, ya que las
relaciones entre tensiones, corrientes e impedancias son las mismas que entre corrientes, tensiones
y admitancias. En este sentido se suele decir que ambos métodos son duales.

La eleccion de uno u otro método para resolver un circuito dado dependera principalmente del
namero de ecuaciones que involucre cada uno.

13
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3.3 Linealidad

En general, una funcion y = f(x) se considera una funcién lineal si se verifican las relaciones:
FOGC+H X+ %)= T+ FOG)+..+ (X))

f (kx) = kf (x), kK cte.

En el caso de un circuito lineal, la primera expresion indica que la respuesta (tension de un nudo
0 corriente de una rama) a una suma de excitaciones (generadores) es igual a la suma de las
respuestas a cada excitacion; la segunda, que si una excitacién se escala, la respuesta lo hace
proporcionalmente. En teoria de circuitos se hace referencia a estas propiedades como
superposicion y proporcionalidad respectivamente.

Aunque no se va a demostrar de forma rigurosa, teniendo en cuenta que las Leyes de Kirchhoff
establecen relaciones lineales entre las variables de tension y corriente, y que las caracteristicas i-v
de los dispositivos presentados son también lineales, es razonable asumir el hecho de que los
circuitos que analizamos en este curso verifican la propiedad de linealidad con respecto a estas
variables y, por lo tanto, verifican las dos propiedades que de ella se derivan.

En realidad, la mayor parte de los dispositivos que se utilizan en los circuitos son no lineales. A
pesar de ello, debido a las importantes herramientas de analisis que es posible utilizar al trabajar
con redes lineales, es extremadamente Util representar el funcionamiento de estos dispositivos
mediante aproximaciones lineales, que suelen ser suficientemente precisas dentro de ciertos rangos
o condiciones de operacion predefinidos.

EZ
E, R,
I, R, E,
AMAMY
|
|
E,
E
=L a§ a§ R
l, R, L, R Iy R, E,
AW > AN > AWWWW—
" -5 I, = 5
1 2 3
R +R, R +R, R +R,

=L+ +1

Fig. 3.13 Aplicacion del principio de superposicién a un circuito
con generadores de tension continua.
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3.3.1 Teorema de superposicién

En una red lineal que incluye varios generadores independientes, la respuesta (es decir, una
corriente 0 una tensidn cualquiera) a todas estas excitaciones es igual a la suma de las respuestas
resultantes de la actuacion de cada generador aislado.

Este teorema nos permite, por ejemplo, calcular la corriente de una rama del siguiente modo: la
obtenemos en el circuito que resulta de anular todos los generadores independientes menos uno,
luego en el que resulta de anular todos menos otro, y asi sucesivamente hasta obtener tantas
componentes de corriente como generadores haya. La suma de estas componentes sera la corriente
total que circula por la rama. La Fig. 3.13 plantea este procedimiento para obtener la corriente de
un circuito sencillo con tres excitaciones (en este caso tres generadores de tensién continua).
Obsérvese que para anular el efecto de un generador hay que hacer cero la magnitud que fija, es
decir, tensién cero en un generador de tension (lo que equivale a sustituirlo por un corto circuito) y
corriente cero en uno de corriente (lo que equivale a sustituirlo por un circuito abierto).

A primera vista, este teorema no parece resolver ningun problema de andlisis encontrado hasta
el momento; de hecho, obtener de este modo una respuesta resulta mas laborioso que con los
métodos que veniamos aplicando. La verdadera potencia del teorema reside en que nos permite
generalizar la resolucion de circuitos lineales en régimen permanente.

e (t)=|E|cos(mt+a; ) — E, =|E,|e™

e, (t)=|E,|cos(amt+a,) > E, =|E,|e!*

I
“ R ' R+jolL

EZ
R+ jo,L

— ip — — ip»
=[I,[e" 1, =|1,]e

i(t) =1, —|1|cos(at+g)+|1,]cos(w,t +p,)

Fig. 3.14 Andlisis por superposicion de un circuito con
generadores sinusoidales de distintas pulsaciones (@, @,) y con

generadores de tension continua.

En primer lugar, sea un circuito con generadores sinusoidales de distintas frecuencias, o incluso
también con generadores de corriente o tension continua. Las técnicas vistas en capitulos anteriores
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no nos permiten analizar un circuito de estas caracteristicas; sin embargo, el teorema de
superposicion nos da la clave para su resolucion. La Fig. 3.14 presenta la situacion descrita.

Si hubiera varios generadores de una misma frecuencia, y varios de otra u otras, obtendriamos la
respuesta para cada conjunto de generadores de una misma frecuencia (segin los métodos ya
estudiados) y luego las sumariamos. Por lo tanto, en general, tendremos que resolver tantos
circuitos como frecuencias distintas haya.

Obsérvese en el ejemplo de la citada figura que el teorema de superposicién se enuncia sobre
variables (tensiones y corrientes) que dependen del tiempo y, por lo tanto, se debe aplicar sobre las
expresiones temporales de estas variables, nunca sobre fasores que solo son una herramienta para
obtener una expresion temporal en el caso de excitaciones sinusoidales.

En segundo lugar, sea un circuito con un Gnico generador cuya funcién de excitacion es una
sefial cualquiera, no necesariamente una sefial constante ni una sefial sinusoidal. Herramientas
matematicas como el Desarrollo en Serie de Fourier y la Transformada de Fourier (ambas fuera del
ambito de esta asignatura), nos permiten expresar cualquier funcién préactica, periddica o aperiddica
respectivamente, como una combinacion lineal de sinusoides de distintas frecuencias. Por lo tanto,
aplicando el teorema de superposicidn y nuestros conocimientos sobre RPS, seriamos capaces de
obtener la expresion en régimen permanente de cualquier corriente o tension del circuito.

POTENCIA EN SUPERPOSICION

Para realizar un andlisis de la potencia media disipada o puesta en juego por cada dispositivo en
un circuito con generadores de multiples frecuencias, se sigue a grandes rasgos el mismo
procedimiento (suma de las potencias asociadas a cada excitacion), pero con algunas
puntualizaciones.

En el caso de los dispositivos pasivos (impedancias en RPS y resistencias en continua) es
posible demostrar que la potencia media total que disipan es igual a la suma de las potencias
medias disipadas a cada frecuencia. Por lo tanto, para obtener la potencia total sera necesario
analizar el circuito en todas las frecuencias involucradas y luego sumar los resultados. Sin
embargo, dado que el concepto de potencia media se ha definido en RPS para excitaciones
periddicas (de hecho, es la potencia media por periodo), este procedimiento solo sera valido si las
corrientes y tensiones del circuito son periddicas, lo cual se verifica Gnicamente si las distintas
frecuencias tienen un maltiplo comun racional. Asi, en el ejemplo de la Fig. 3.14, la potencia media
consumida por la resistencia R se obtiene segun:

P = PR|cc + PRLGl + PRLUZ =RIZ, +%R|12 +%R|22

Los generadores reciben un tratamiento distinto. Si se trata de un generador independiente, s6lo
pone en juego potencia en la frecuencia en la que trabaja. Esta potencia se obtiene, por lo tanto, del
andlisis del circuito con generadores solo de esta frecuencia. Asi, en el ejemplo anterior, las
potencias puestas en juego por los tres generadores tienen como expresion:

1 1

P =E.-I PElzzElo(_ll)v PEZZEEZOIZ

=Ee -l

En el caso de un generador dependiente, éste se encuentra gobernado por una variable del
circuito (una corriente o una tensién) que, por el teorema de superposicion, presentard en general
componentes en todas las frecuencias de las excitaciones. Por lo tanto, a diferencia de un generador
independiente, en general pondra en juego potencia en todas estas frecuencias (obsérvese, por lo
tanto, que un generador dependiente nunca se elimina en un analisis de superposicion). En
conclusion, para obtener la potencia que pone en juego sera necesario analizar el circuito en todas
las frecuencias involucradas.
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3.3.2 Teorema de proporcionalidad

En una red lineal con un Gnico generador independiente, si la funcién de excitacion se escala
por un valor constante, k, todas las respuestas (es decir, todas las corrientes y tensiones del circuito)
se escalan en la misma medida.

Teniendo en cuenta ademas el teorema de superposicion, si en una red lineal la funcién de
excitacién de un generador independiente se escala por un valor constante, k, la componente de las
respuestas debida a dicho generador, y sélo ésta, se escala en la misma medida.

Una aplicacion directa de este teorema es la de simplificar la operativa de resolucion de un
circuito. Asi, por ejemplo, si tenemos un circuito con una excitacion de E = 235.67 V, podemos
resolver el mismo circuito con una excitacién de 1V y posteriormente multiplicar todas las
respuestas por la constante 235.67. Y, viceversa, si se desea que la respuesta de un circuito en un
punto dado tenga un valor concreto, se resuelve el circuito con valores de excitacion sencillos vy,
una vez obtenida la respuesta se escala tanto ésta como las excitaciones para lograr el objetivo
deseado.

17



Métodos y teoremas fundamentales de analisis

3.4 Abstraccion de redes circuitales

Hasta ahora se ha abordado la resolucion de circuitos eléctricos mediante una serie de técnicas
que permiten obtener las tensiones y las corrientes en todos los nudos y ramas de un circuito. No
obstante, si bien estas tensiones y corrientes caracterizan por completo el funcionamiento de un
circuito, a menudo tan s6lo interesa conocer su comportamiento entre dos puntos o terminales
cualesquiera, es decir, la caracteristica i-v que presenta el circuito en conjunto entre dichos
terminales.

Piénsese por ejemplo en la situacion en la que enchufamos un electrodoméstico a la red eléctrica
de nuestros hogares. Desde el punto de vista del disefio de la instalacion eléctrica de la vivienda,
resulta irrelevante la tensiéon o corriente que circula por cada uno de los dispositivos internos al
electrodoméstico. Lo realmente til seria disponer de wuna abstraccién circuital del
electrodomeéstico, es decir, un circuito equivalente sencillo que nos permitiera analizar el efecto o
caracteristica i-v del electrodoméstico sobre el resto de la red, sin necesitad de conocer su
estructura o funcionamiento interno (informacion que si resulta necesaria si lo que se desea es, por
ejemplo, reparar el electrodoméstico). En este apartado se presentan las técnicas que permiten
obtener un circuito equivalente sencillo entre cualesquiera dos terminales de un circuito
arbitrariamente complejo.

3.4.1 Impedancia equivalente

En capitulos anteriores se ha hecho referencia repetidamente al concepto de asociaciéon de
dispositivos pasivos, como un mecanismo para obtener un dispositivo equivalente. En particular, en
el analisis de circuitos en RPS, este concepto se amplio a la asociacion de impedancias para obtener
una determinada impedancia equivalente. En este apartado se verad que el concepto de impedancia
equivalente es extensible a conjuntos de impedancias no asociables directamente (por no estar en
serie ni en paralelo) y en general a cualquier red que ademas incorpore generadores dependientes o
independientes.

La impedancia equivalente entre dos puntos de una red cualquiera (activa o pasiva) se obtiene
como la relacion existente entre una tension que excite la red entre dichos puntos y la componente
de corriente generada por dicha tension (ver Fig. 3.15). En los siguientes apartados se desarrolla
con mas detalle el origen de esta conclusion.

—>0— :

A ! I

| l l
4 | | E
ECD > RED fa =t =

i i , donde 1. es la componente de | debida al
S 1 generador E.
z

Fig. 3.15: Impedancia equivalente de una red cualquiera.
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REDES PASIVAS

A estos efectos, entenderemos por red pasiva aquella que carece de generadores independientes.
Por lo tanto, se trata de redes que pueden contener tanto dispositivos pasivos como generadores
dependientes.

Segln se ha visto con anterioridad, en el caso de un circuito como el que presenta la Fig. 3.16,
la obtencion de una impedancia equivalente se puede abordar asociando directamente las
impedancias de cada dispositivo, ya que en este caso es posible aplicar las técnicas de asociacion
en serie y asociacion en paralelo. No ocurre lo mismo con el circuito de la Fig. 3.17, en el que no
es posible aplicar las citadas técnicas de asociacion.

> | >
. A | I A
+ 1 ZL 1 + E
: s CEL 1K
| | E
| Z |
Bi CTE B

Z,=2¢ ||(zL +Z.)

Fig. 3.16: Conjunto de impedancias cuya impedancia equivalente
entre los terminales A y B es posible obtener aplicando técnicas de
asociacion.

Conviene recordar que el desarrollo de estas técnicas proviene de la aplicacion del principio de
equivalencia, segun el cual la caracteristica i-v entre los extremos del conjunto de dispositivos es
idéntica a la caracteristica i-v del dispositivo equivalente. Dicho de otro modo, si al conectar un
generador de tension de fasor E al conjunto de dispositivos, se establece en los terminales
considerados una corriente I, la relacion entre ambas magnitudes sera precisamente la impedancia

equivalente del conjunto Z,, =E/I. .

z :Ezf(z&,sz,zRg,zL,zc)

eq I
E

Fig. 3.17: Conjunto de impedancias cuya impedancia equivalente

entre los terminales A y B no es posible obtener aplicando técnicas
de asociacion, sino resolviendo el circuito para la corriente 1.
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Este analisis, que explica el principio del que derivan las técnicas de asociacion, sugiere cual es
el método para obtener en general la impedancia equivalente de un conjunto cualquiera de
dispositivos, Unico método aplicable cuando no es posible utilizar las técnicas de asociacion vistas.
El método consiste en aplicar entre los extremos considerados un generador de tension, resolver el
circuito para obtener la corriente que se establece, y obtener la relacion entre ambas magnitudes.

E+

Fig. 3.18: Aplicacion del método de andlisis por corrientes para la
obtencion de la impedancia equivalente de una red pasiva.

Sea, por ejemplo, la red pasiva de la Fig. 3.17 (red dentro de la caja punteada) considerada entre
los puntos A y B. Segun el método descrito, en primer lugar conectamos un generador de tension
E a los terminales cuya impedancia equivalente se desea obtener (ver Fig. 3.18). A continuacion,
aplicando el método de analisis por corrientes obtenemos el sistema de ecuaciones:

E Zp +Z. Ly —Z. I
0|=| -Zy Zy+Z +Z, ~Z,, L, |=[Z][1]
0 -Z, ~Z,, Zo+Zy +Z, |Lhs

El segundo paso es encontrar el valor de la corriente I.. Aplicando la regla de Crammer para
dicha corriente (que se ha hecho coincidir con la corriente de la primera malla), resulta:

E —Zg —Z.
0 Z,+Z +Z, Ly, E. Zo +Z, +Zy —Zg,
I - 0 —ZRS Z +ZRa +ZR2 _ —ZRG Z +ZRS +ZRz _ Ei
12| 2] 2]

, donde ¢, denota el adjunto de la primera fila'y columna de la matriz de impedancias, [Z], de
la red. Por dltimo, la impedancia equivalente resulta en este caso:

2]

z, =—=11
o

eq

E —
IE

Este procedimiento genérico es aplicable a cualquier red pasiva. Si la red incluyera generadores
dependientes, bastaria con aplicar las técnicas vistas al principio de este capitulo.

Por ultimo, téngase en cuenta que la impedancia equivalente de una asociacion de dispositivos
depende de entre qué dos terminales del conjunto se calcule. Asi, en el circuito de la Fig. 3.19, la
impedancia equivalente entre los terminales C y D se puede obtener directamente por asociacion.
Sin embargo, la impedancia equivalente entre los puntos A y B exige, como se ha visto, la
aplicacién general del método.
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zAB:.F.: t(Zg0 25125120, 2) ZCD=-E-=(ZQ'*ZL)
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Fig. 3.19: Obtencion de la impedancia equivalente entre distintas
parejas de terminales (A-B a la izquierda y C-D a la derecha) de un
mismo conjunto de impedancias. La impedancia equivalente Z.,
puede obtenerse por asociacién; sin embargo, la impedancia
equivalente Z,, ha de obtenerse aplicando el método general.

REDES ACTIVAS

Segun se ha visto, cualquier red pasiva es equivalente entre dos terminales a una determinada
impedancia equivalente. Por lo tanto, en el anlisis de un circuito mas complejo que incluya dicha
red, ésta puede abstraerse o sustituirse por su impedancia equivalente.

El concepto de impedancia equivalente, tal y como se ha definido al principio de este apartado,
es también aplicable al caso de redes activas, aunque con ciertos matices. A diferencia de una red
pasiva, una red activa considerada entre dos terminales no es equivalente a su impedancia
equivalente, sino que presenta una impedancia equivalente. Dicho de otro modo, mientras que una
red pasiva es posible abstraerla o sustituirla por su impedancia equivalente, una red activa no. El
calculo de la impedancia equivalente de una red activa es, como veremos mas adelante, un paso
intermedio hacia su abstraccion.

Al conectar un generador de tensién E a dos puntos o terminales de una red (ver Fig. 3.15), si
se trata de una red pasiva, toda la corriente que se establece entre los terminales de la red es debida
al generador externo E, ya que es el Unico generador independiente; en conclusion 1 =1, . Sin
embargo, en el caso de una red activa, en base al principio de superposicion, la corriente |
presentara tantas componentes de corriente como generadores independientes haya en la red activa,
mas la componente I, debida al generador externo E .

Por lo tanto, el procedimiento para obtener la impedancia equivalente de una red activa
comienza por eliminar las componentes de corriente no debidas al generador E . Hecho esto, la
relacion entre E e | =1, serd la impedancia buscada.

El circuito de la Fig. 3.20 muestra una red activa con terminales A-B. Se trata del circuito
equivalente de un transistor polarizado para ofrecer a su salida (terminales A-B) una version
amplificada de la sefial E, . El objetivo es obtener la impedancia de salida de esta red activa. Como

se vera en el apartado siguiente, el valor de esta impedancia seria determinante, por ejemplo, para
decidir qué altavoces hay que conectar al amplificador.
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L 1
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1 VR E R
i F\’g § h¥e hl , hy i
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Fig. 3.20: Red activa con terminales de salida A-B.

Segun el procedimiento indicado, el primer paso es eliminar los generadores independientes, en
este caso Unicamente el generador E,. Para ello, hacemos su tensién nula, es decir, lo
cortocircuitamos (ver Fig. 3.21). El resultado de este primer paso es que la red activa pasa a ser una
red pasiva, por lo que el procedimiento para obtener su impedancia equivalente pasa a ser el
descrito para este tipo de redes. En este caso, planteando las ecuaciones de la malla de corriente 1,

y del nudo A es inmediato obtener la relacion deseada (ver Fig. 3.21) :

Il(Rg+hi)+h,VAB:O jvﬂ: E B h,h,
le = hOVAB +hf I,

Fig. 3.21: Ejemplo de obtencién de la impedancia equivalente de
una red activa.

3.4.2 Teoremas de Theveniny Norton

Los teoremas de Thevenin y Norton son dos versiones distintas de un teorema de abstraccion de
redes lineales segun el cual cualquier circuito es eléctricamente equivalente entre dos de sus
terminales a un generador real de tension (generador equivalente de Thevenin) o a uno de corriente
(generador equivalente de Norton), segun indican la Fig. 3.22a y la Fig. 3.22b respectivamente. La
demostracion de este teorema queda fuera del alcance de esta asignatura.
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Fig. 3.22: Generador equivalente de Thevenin (a) y generador
equivalente de Norton (b) de una red circuital.

GENERADOR EQUIVALENTE DE THEVENIN

Es facil deducir un método para obtener la tension del generador equivalente de Thevenin o
tension de Thevenin (E, ) y la impedancia del generador o impedancia de Thevenin (Z,, ) de una
red cualquiera. Basta aplicar el principio de equivalencia entre circuitos visto en el Tema 1.

Partamos del generador equivalente de Thevenin mostrado en la Fig. 3.22a, que es una red
activa. En primer lugar, si anulamos la tension del generador ideal (es decir, lo sustituimos por un

cortocircuito) y calculamos la impedancia equivalente entre los terminales A y B, resulta evidente
que Z,, =2, . Por lo tanto, y por ser el generador real equivalente a la red considerada, la

impedancia de Thevenin es precisamente la impedancia equivalente de dicha red.

En segundo lugar, si los terminales A y B estan en circuito abierto (es decir, que no circula
corriente entre ellos), se verifica que la tension V,, =E, (ya que en Z, no cae tension). En
conclusion, la tensién de Thevenin es la tension que cae entre los puntos A 'y B de la red
considerada cuando estos estan en circuito abierto.

Resumiendo, una red cualquiera es equivalente entre dos puntos A 'y B a un generador real de
tension cuyos elementos verifican:

Zy =2y

E'h = VAB |abierto

Obsérvese que si la red es pasiva, la tension entre cualesquiera dos puntos de ella ha de ser nula,
por lo que E, =0. Dicho de otro modo, una red pasiva es equivalente a su impedancia de

Thevenin, que es la impedancia equivalente de la red, en consonancia con lo visto en el apartado
anterior. Si, por el contrario, la red es activa, su impedancia equivalente es s6lo una parte del
generador real que la abstrae.

GENERADOR EQUIVALENTE DE NORTON

Siguiendo un razonamiento similar sobre el generador real de la Fig. 3.22b, la impedancia del
generador equivalente de Norton o impedancia de Norton (Z,, ) resulta de anular el generador ideal
de corriente o corriente de Norton (1,,) —es decir, sustituirlo por un circuito abierto— y obtener la
impedancia equivalente de la red pasiva resultante. Por lo tanto, zZ,, =Z, . En cuanto a la corriente

de Norton, es precisamente la que circula de A hacia B si cortocircuitamos estos terminales
(situacion en la cual la tension V,, es nula, por lo que no se deriva corriente por la impedancia de

Norton). En conclusion, una red cualquiera es equivalente entre dos puntos A 'y B a un generador
real de corriente cuyos elementos verifican:
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Ly =Ly

IN - IAB|c0rt0

La Fig. 3.23 resume el modo de obtener los generadores equivalentes de Thevenin y Norton
para una red cualquiera.

i ! AA i ! A

. RED V,=E, | RED | Y= 1,
| | | |
7777777777777 Z.—7Z T 727

Fig. 3.23: Obtencién de la tensién e impedancia de Thevenin y de
la corriente e impedancia de Norton.

RELACION ENTRE LOS GENERADORES EQUIVALENTES DE THEVENIN Y NORTON

Segun el principio de equivalencia entre redes, si una red es equivalente entre dos puntos Ay B
a su generador equivalente de Thevenin y asimismo es equivalente entre estos mismos puntos a su
generador equivalente de Norton, entonces ambos generadores reales son también equivalentes
entre si. Por lo tanto, y teniendo en cuenta las relaciones vistas en el Tema 1, se verifica:

En =2yl =2yl

En conclusidn, a la hora de obtener un generador equivalente de una red, es indiferente cual de
ellos se obtenga, ya que la conversidn de uno en otro es inmediata.

La relacion entre los equivalentes de Thevenin y Norton resulta ademéas especialmente til a
efectos practicos o en el laboratorio. Asi, sea una red de dos terminales A y B cuya estructura
circuital desconocemos (por ejemplo porque no es accesible) o no estd compuesta por elementos
cuyo comportamiento sepamos modelar (por ejemplo, un motor, dispositivos electronicos, etc.). Si
para el estudio de esta red en un circuito mas amplio se desea abstraer su complejidad
sustituyéndola por su equivalente de Thevenin o de Norton, la medicion de V| .y de I

(ver esquema en la Fig. 3.23) no presenta ninguna complejidad. Por el contrario, la obtencion de su
impedancia equivalente puede no ser trivial, ya que si la red contiene elementos activos puede
resultar imposible eliminar su efecto (primer paso para el célculo de la impedancia equivalente).
Sin embargo, teniendo en cuenta la relacion entre ambos generadores equivalentes, se verifica:

Eth VAB |abierto

ZN :Zth: =

I N I AB |cono
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3.5 Transferencia de potencia entre redes circuitales

Esta seccidn presenta una serie de teoremas y herramientas cuyo objetivo es, en primer lugar,
guiar el disefio de redes circuitales de modo que la transmisidn de potencia se realice con maxima
eficiencia, y en segundo lugar caracterizar globalmente una red circuital segin su influencia sobre
la transferencia de potencia en un sistema mas amplio.

El desarrollo se presenta para Régimen Permanente Sinusoidal, por ser éste el ambito de anélisis
mas genérico que se aborda en esta asignatura; sin embargo las conclusiones son igualmente
vélidas tanto para la situacion concreta de los circuitos de excitaciones continuas vistos en el
primer tema como para las situaciones mucho mas genéricas que se abordaran en cursos
posteriores.

3.5.1 Teorema de la maxima transferencia de potencia

Dada una red activa (que podemos abstraer por su equivalente de Thevenin) conectada a una
impedancia de carga (ver Fig. 3.24), este teorema estudia el valor que debe tomar dicha carga para
gue la potencia que reciba de la red activa sea maxima. En efecto, si se va variando el valor de la
impedancia de carga, se observa que la potencia que disipa varia segun una curva cuyo maximo se
desea localizar (ver Fig. 3.25).

Fig. 3.24: Conexion de una carga a una red activa. Abstraccion de
la red para disefiar la carga que recibe maxima potencia.
CASO GENERAL

La situacion méas general queda descrita en la Fig. 3.24. Se conoce el equivalente de Thevenin
de la red activa y se desea obtener el valor de la impedancia (tanto de su resistencia como de su
reactancia) que verifica maxima transferencia de potencia de la red activa hacia ella.

La potencia disipada por la carga puede obtenerse a partir de la expresion:

1
P, =51 Re[Z4] 3.1)

Teniendo en cuenta que la corriente que atraviesa la carga puede calcularse segun:

| = Es _ = :||2:| E, |2: |Eth|2
Z,+Zz (a+x)+j(b+y) |Zm+ZR| (a+x)2+(b+y)2

, la expresion de la potencia disipada en z, resulta:
2
|Ex| X

P, = - - (3.2)
f 2 (a+x) +(b+y)
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Fig. 3.25: Potencia relativa disipada en la carga Z, =x+ jy

conforme varian su parte resistiva y su parte reactiva, para una red
activa con impedancia equivalente Z, =40+ j40.

El objetivo es encontrar los valores de x e y que hacen méaxima esta expresion, lo que equivale
a localizar el maximo de la funcién:

X

S T ey

, 0 lo que es lo mismo, a localizar el minimo de su funcion inversa:

1 (a+ x)2+(b+ y)2
F(xy)= =
G(xy) X
Para localizar este minimo resolvemos el sistema resultante de anular sus derivadas parciales
respecto de las variables x e y:

F(xy) x*—a’—(b+ y)Z o
- . - ,
15)4 X :>x
(’;‘F(x,y)_Z(ber)_0 2(b+y)=0
o  ox

Obsérvese que la solucién x=-a se ha desechado por corresponder a una resistencia negativa,
ya que a es la parte real de la impedancia equivalente de Thevenin. La conclusién es que la
impedancia de carga que recibe maxima potencia de la red activa es el conjugado de la impedancia
equivalente de la red activa:

PZR :Pmax:ZR:a_jb:Z;
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En esta situacién, se dice que la carga esta adaptada a la red activa, o que existe adaptacion de
impedancias entre la red activa y la carga, es decir, en los puntos A-B. Si ahora se sustituye el valor
deducido para Z, en las expresiones (3.1) y (3.2), se obtiene el valor de la potencia que recibe esta

carga:

2
E
P = Pox = | m|
" 8Re[Z,,
Obsérvese que si la carga verifica la condicion de méaxima transferencia de potencia (Z, =2, ),
el valor de la potencia disipada en ella depende exclusivamente de los valores E, y Z, , es decir,

de la red activa. Este valor de potencia es la potencia maxima que es capaz de entregar la red
activa, potencia que entregara tnicamente si la carga que se conecta a ella esta adaptada a la red.

IMPEDANCIA EQUIVALENTE RESISTIVA

En el caso en que la impedancia equivalente de la red activa sea resistiva (es decir, Z, =R, ),
particularizando las expresiones anteriores para a=R,, b=0, el maximo de potencia en la carga se
obtiene para Z, =a=R, . La Fig. 3.26 representa la situacion descrita y un ejemplo de la curva de

variacién de potencia disipada por unos altavoces en funcién del valor de su impedancia (que suele
considerarse resistiva en sus margenes de operacion).

Z, = X+]y
Rin

Fig. 3.26: Potencia relativa entregada por un amplificador de
impedancia de salida R, =8 Q a un altavoz de impedancia de

entrada variable.
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IMPEDANCIA DE CARGA FIJA

Una situacion ligeramente distinta es la que se plantea cuando el valor de la carga es fijo
(z, =a+ jb)y se desea calcular el valor que ha de tener la impedancia equivalente de la red activa

(z,, =x+ jy) para que la carga reciba maxima potencia (ver Fig. 3.27).

E

Zy= X+ 1Y

Fig. 3.27: Obtencion de la impedancia equivalente de una red
activa para que entregue potencia maxima a una carga dada.

Particularizando la expresién (3.2) para esta situacion, la potencia disipada en la carga vendra
dada por:

o _ Bl a (3.3)
o 2 (x+a)2+(y+b)2

El valor de la potencia serd& maximo cuando el denominador de la expresion (3.3) sea minimo.
Teniendo en cuenta que el denominado es la suma de dos cuadrados (es decir, de dos numeros
positivos), su valor sera minimo cuando ambos sumandos sean minimos.

EI minimo valor del sumando (x+a)’ se alcanza en x=-a. Sin embargo, si se considera que

tanto a como x son respectivamente las partes resistivas de la carga y de la impedancia
equivalente de la red activa, se entenderd que ambas han de ser no negativas. Por lo tanto, el
minimo se alcanzaen x=0.

En cuanto al sumando (y+b)2, su minimo se alcanza para y=-b, lo que indica que la
impedancia equivalente ha de tener una parte reactiva de signo contrario a la de la carga.

En conclusion, el valor de la impedancia equivalente resulta z, =—jb. En esta situacion,
particularizando la expresion (3.3) con los valores obtenidos, la potencia que recibe la carga es:

2
_ Bl

P
“ 2a

Obsérvese que en este caso la potencia que entrega la red activa si depende del valor de la carga,
ya que es ésta la que ha guiado el proceso de disefio. Ademas, el resultado obtenido es
cualitativamente razonable: dado que la potencia del generador equivalente se distribuye
Unicamente entre las partes resistivas de la impedancia de carga y de la impedancia equivalente, si
ésta Ultima puede elegirse, lo mejor es que su parte resistiva sea nula, de modo que no disipe
potencia.

3.5.2 Teorema de Everitt

Sea la situacion descrita en la Fig. 3.28. El Teorema de Everitt establece que si a la entrada de
una red LC (puntos A-B) hay adaptacion de impedancias, a la salida (puntos C-D) también se
verifica esta condicion.
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Fig. 3.28: Conexion en cascada de una red activa con una carga a
través de unared LC.

A continuacién se veréd que el enunciado de este teorema es bastante intuitivo; por ello no se
incluye aqui una demostracion rigurosa. La Fig. 3.29 vy la Fig. 3.30 esquematizan la situacién
descrita. En ellas se hace uso extensivo de los conceptos de abstraccion de redes vistos con
anterioridad, sustituyendo conjuntos de redes con parte activa por su equivalente de Thevenin y
conjuntos de redes pasivas por su impedancia equivalente.

En primer lugar (ver Fig. 3.29), que a la entrada de la red LC haya adaptacion de impedancias
(es decir, que la impedancia equivalente a la derecha de los puntos A-B, Z,, sea conjugada de la
impedancia equivalente de la red activa, Z, ), indica que la red activa estd entregando méaxima
potencia a su salida. En resumen:

Fig. 3.29: La transferencia de potencia maxima a la entrada de la
red LC indica adaptacion de impedancias en A-B: Z, = Z;, .

En segundo lugar (ver Fig. 3.30), dado que una red LC no disipa potencia por no tener
resistencias (es lo que se denomina una red no disipativa), a la salida C-D de esta red la potencia
también sera maxima; por lo tanto, la carga recibird potencia maxima. Para que esto suceda ha de
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verificarse en la carga la condicién de adaptacién (es decir, que la impedancia equivalente a la
izquierda de los puntos C-D, Z_, sea conjugada de la impedancia de carga, Z,). En conclusion:

Iiépmax \7»Pmax
fffffffffffff | e —— \
| | A | | C
| | | | | |
. RED | L | |
 ACTIVA | |, RERLC U %
| | | | | \
1 ol e

Z, Z,

XX

T T T T T T T T '*>Pmax
| R
| é | Cl
| + l l
1 E, 1 |
| A2
| Z, o
| . ol

Fig. 3.30: La transferencia de potencia maxima a la salida de la red
LC indica adaptacion de impedancias en C-D: Z, =Z_ .

Este teorema es aplicable a una conexion de redes LC en cascada o cadena. Asi, si en un punto
de la cadena (A-B, C-D, etc.) existe adaptacion de impedancias, esta condicion ha de verificarse en
todos.

3.5.3 Disefio de redes de adaptacion de impedancias

En determinadas situaciones se dispone de redes cuya interconexion no verifica las condiciones
de adaptacion y cuyas impedancias equivalentes no es posible modificar para resolverlo. Este es el
caso que muestra la Fig. 3.31a, en la que para la red activa y la carga no se verifica Z, =Z; . La

solucidén que se plantea en este apartado consiste en intercalar entre dos redes no adaptadas (puntos
A-B de la citada figura) una tercera red que se denomina red adaptadora, cuyo objetivo es
conseguir maxima transferencia de potencia entre las dos redes inicialmente consideradas. El
disefio de esta red, que habra de ser no disipativa (es decir, LC), vendra por tanto guiado por la
verificacion de la condicién de adaptaciéon de impedancias (ver Fig. 3.31b). Ademas. segun el
Teorema de Everitt, esta condicion debera verificarse tanto a su entrada como a su salida.
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Fig. 3.31: Interconexidn de redes no adaptadas (a). Adicion de una
red adaptadora para lograr maxima transferencia de potencia (b).

En este curso se presenta Unicamente un disefio basico de redes adaptadoras: las redes en L

(redes en ‘ele’), compuestas por dos elementos reactivos, situados segun indica la Fig. 3.32, cuyos
valores es necesario calcular.

% A i iy i c
‘) R
A | 2
Zy 1 i
B | | D
Z, Z,

Fig. 3.33: Disefio de una red LC adaptadora en ‘ele’.

El proceso de disefio de la red adaptadora parte de la situacion descrita en la Fig. 3.33. El
objetivo es obtener el valor de los dos dispositivos (bobinas o condensadores) que conforman la
red. Segin se ha comentado, el método consiste en imponer la condicién de adaptacion de
impedancias a la entrada o a la salida de la red adaptadora. Efectivamente, esta condicién plantea
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una ecuacion de numeros complejos que permite resolver las dos incognitas buscadas. Por
simplicidad operativa, es preferible plantear la condicién de adaptacién en el extremo de la red
adaptadora que tiene el elemento en serie (puntos A-B de la citada figura).

Asi, sean Z, =a+jb y Z,=c+ jd las impedancias equivalentes y conocidas de las dos redes
que se desea adaptar, y sean jx e jy las reactancias que se desea obtener. La condicion de
adaptacion en los puntos A-B se expresa segun:

Z,=Z,=a-jb (3.4)

e

Por otra parte, la impedancia equivalente Z, se puede expresar en funcion de los dispositivos
situados a la derecha de A-B segun:

Z, = iy+(ix|Zq) = iy +(ix|(c+ id)) (3.5)

Igualando por separado las partes reales e imaginarias de las ecuaciones (3.4) y (3.5) se obtiene
el sistema de ecuaciones:

a:Re[jy+(jx||(c+ jd))]ZRe[jX"(C-i- jd)]
b= Im[jy+(jx||(c+ jd))] =y+ Im[jx||(c+ jd)] (3.6)

Obsérvese que de la primera ecuacion es posible obtener el valor de x, y a continuacién
sustituirlo en la segunda ecuacién para obtener el valor de y. Una vez obtenidos estos valores,
conociendo la pulsacion de trabajo es inmediato obtener el valor L, C de los componentes que
conforman la red adaptadora. Por ejemplo, si x es positivo, correspondera a una bobina cuyo valor
verifique x=wL ; si por el contrario x es negativo, corresponderd a un condensador de valor tal
que x=-1aC .

Con el fin de obtener una ultima conclusion de relevancia practica va a profundizarse un poco
maés en la solucién de este sistema. Desarrollando el término:

jx(c+jd) x’c xPc+xd(x+d)

ix|(c+ jd) = _ N
i (e 3d) x+(c+ijd) ¢+ (x+d) Jc2+(x+d)2

, la primera ecuacion del sistema (3.6) resulta:

x’c 2 2 2
a=——=x“(a-c)+x(2ad)+(ac +ad“)=0
c2+(x+d)2 ( )+ x(2ad) ( )

Obsérvese que se trata de una ecuacion de segundo grado, de la forma x?’A+xB+C =0, con dos
raices. Para que sus raices sean reales (condicion necesaria para que jx sea una bobina o un

condensador, es decir, para que la red adaptadora sea LC), ha de verificarse:

B2 -4AC 20:>(2ad)2—4(a—c)(ac2+ad2)203(cz+d2)zac

, para lo cual es suficiente que se cumpla la condicién ¢ >a, es decir, que la parte real de Z,
sea mayor que la parte real de Z,, . Si de entrada esta condicion no se verificara, habria que forzarla
disefiando la red LC al revés, es decir, situando el elemento paralelo jx en el lado de Z, vy

planteando la condicién de adaptacion en los puntos C-D. En conclusion, la red adaptadora debe
disefiarse con el elemento paralelo en el extremo de la impedancia equivalente con parte real
mayor.

El resultado del proceso de disefio que se ha descrito es una red en L con dos componentes
reactivos. A este procedimiento de disefio se le suele denominar adaptacion selectiva de
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impedancias. El término selectiva hace referencia al siguiente hecho. El resultado de aplicar las
condiciones de adaptacion son los valores jx y jy de los que se obtienen los dos dispositivos de la

red adaptadora (es decir, una bobina de tantos henrios y un condensador de tantos faradios). Si una
vez lograda la adaptacion se modifica la pulsacion del circuito, variaran los valores de las
impedancias, jx y jy, de los dos dispositivos de la red LC adaptadora (aumentando en el caso de

la bobina y disminuyendo en el caso del condensador). Ello provocarad que deje de verificarse la
condicion de adaptacién de impedancias y que la potencia transferida sea menor que la méaxima
(tanto menor cuanto méas se modifique la pulsacién). En definitiva, la red adaptadora se comporta
selectivamente respecto de la pulsacién, comportandose idealmente en el valor de pulsacion para la
que fue disefiada, y tanto peor cuanto mas alejada esté la pulsacion de este valor.

3.5.4 Pérdidas de transmision y pérdidas de insercion

En esta seccién se introduce un concepto que se utilizard habitualmente en cursos posteriores
sobre transmision de sefiales y disefio de sistemas de telecomunicacién. Se trata del concepto de
pérdida o ganancia que una red o elemento de un sistema provoca sobre la sefial que maneja. Esta
ganancia o pérdida puede definirse sobre la sefial de tension, sobre la sefial de corriente o sobre la
sefial de potencia, y en general relaciona el valor de cualquiera de estas magnitudes en un punto
con el valor que tiene la magnitud correspondiente en otro punto. Esta relacion suele expresarse
como el cociente entre ambas magnitudes, ya sea en unidades naturales o en unidades logaritmicas.

Dado que el objetivo de esta seccion es Unicamente introducir este concepto, se presentara sélo
una de sus formas mas habituales en este campo: las pérdidas de potencia expresadas en decibelios.

El belio (B) es una medida relativa: una medida del cociente entre dos magnitudes expresado en
unidades logaritmicas. Asi, dadas dos magnitudes, x, y x,, la expresion:

o =logL (B) = L =10°
XZ X2
indica que x, es « belios mayor que x,, o lo que es lo mismo, que la magnitud x, es 10“ veces
superior a la magnitud x,. Dado que el belio es una unidad muy grande (por ejemplo, 3 belios
indica que una magnitud es mil veces superior a otra), resulta mas practico utilizar el decibelio (dB)

que es la décima parte del belio. Por lo tanto, dadas dos magnitudes, su cociente expresado en
decibelios sera:

@ =10log L (dB) = L =10" (3.7)
X2 XZ
En el andlisis de la transferencia de potencia entre redes circuitales se definen en este sentido
dos conceptos que ayudan a evaluar el efecto de una red dada sobre un circuito o sistema mas
amplio. Se trata de las pérdidas de transmision y de las pérdidas de insercion.

Sea el circuito de la Fig. 3.34a, en el que se ilustra un equivalente de Thevenin como
abstraccion de una red activa y una impedancia de carga como abstraccién de una carga pasiva. En
esta situacion, la carga recibe una potencia P,. Si, segun indica la Fig. 3.34b se intercala una red R
genérica (activa o pasiva) entre ambos elementos (red activa y carga), para esta red es posible
definir los dos conceptos arriba indicados.
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Fig. 3.34: Carga conectada directamente a una red activa (a). Red
intercalada entre una red activa y una carga (b).

Las perdidas de transmision asociadas a la red R miden la relacion existente entre la potencia
P, que incide a la entrada de la red (puntos A-B) y la potencia P,, que resulta a su salida (puntos

C-D). Indican, por lo tanto, la potencia que pierde la sefial por el hecho de atravesar la red. De
acuerdo con la expresion (3.7):

o :10I0gi (dB)

out

Obsérvese que si R es una red no disipativa (caso, por ejemplo, de las redes LC adaptadoras) sus
pérdidas de transmisidn son nulas, ya que la potencia a su entrada es la misma que a su salida. Si R
es una red pasiva y disipativa (es decir, con resistencias), las pérdidas seran en general positivas.
Por Gltimo, si R es una red activa, es posible que las pérdidas sean negativas (es decir, que haya
ganancia de potencia).

Las perdidas de insercion asociadas a la red R miden la relacion existente entre la potencia P,

que recibe la carga en ausencia de la red R y la potencia P,, que recibe la misma carga cuando la

red estd insertada. Indican, por lo tanto, la potencia que deja de llegar a la carga por el hecho de
insertar la red. De acuerdo con la expresion (3.7):

a, :10Iogi (dB)

out

Si R es una red pasiva disipativa, en general las pérdidas de insercion seran positivas. Sin
embargo, si es no disipativa el signo de las pérdidas no es facilmente predecible. De hecho, si la
carga no esta inicialmente adaptada y la red R es una red LC adaptadora, resulta P, =P, > P, , por

lo que las pérdidas de insercion son negativas (es decir, se produce una ganancia de insercion).
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